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“La creencia en el valor de la verdad cientifica no procede
de la naturaleza, sino que es producto de determinadas
culturas.”
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Capitulo 2
Introduccion

Luego del gran florecimiento de la ciencia y de la matematica alejandrina del siglo 111
a.C., hubo un periodo de estancamiento hasta el siglo IV conocido como la edad de
platal! (250 a 350 d.C.), cuando aparecen las grandes figuras de Diofanto y Pappus de
Alejandria. No se sabe con exactitud cuando vivio el primero de estos matematicos,
pero se asume que alrededor del ano 250 d.C. La principal obra de él es Aritmética,
en trece libros, de los cuales sobrevivieron sélo los seis primeros. La Aritmética no
es una exposicion sistematica de operaciones o funciones algebraicas o de la solucién
de ecuaciones algebraicas, sino una coleccién de problemas concebidos en términos
de ejemplos numéricos especificos (no es un texto de algebra, sino una coleccién de
problemas de algebra aplicada).

Una de las contribuciones importantes de Diofanto corresponde al campo de la
notacién. Los historiadores de la matemaética distinguen tradicionalmente tres
categorias en el desarrollo del algebra:

a) palabras,
b) la etapa intermedia o sincopada, en la cual se utilizan algunas abreviaturas
¢) la etapa final o simbdlica.

El algebra de Diofanto se ubica de plano en la segunda de estas etapas.

1La Edad de Plata es el nombre que se suele dar a un periodo histérico particular que se considera
sucesor o emulador de una anterior Edad de Oro, aunque su valor sea inferior (como el de la plata
frente al del oro).



Capitulo 3
Justificacion

Este trabajo es realizado para conocer la vida y obra de uno de los primeros
algebristas de la matematica, Diofanto de Alejandria; quien es el mas grande
algebrista griego. Poco se sabe de su vida, pero mucho de su obra. Resolvié problemas
con ecuaciones algebraicas e inventé un formulismo particular. Su principal obra es
la Aritmética, dedicada casi exclusivamente a la resolucién exacta de ecuaciones
determinadas e indeterminadas, de forma que la rama del analisis que se dedica a
esta tarea se conoce hoy en dia como Andlisis Diofdntico®.

En Grecia, con el aporte de Diofanto se vuelve a la tradicién de los calculistas
Babilonios con su libro La Aritmética, el cual esta mas cerca de la matematica
Babilonica que de la geometria Griega. En esta obra, Diofanto ya no se preocupa por
darle una representacion geométrica a los nimeros y por lo tanto estd en mucha mas
libertad para desarrollar algunas reglas de célculo simbdlico. De hecho, introduce
simbolos para representar la incégnita de un problema y desarrolla una notacion que
usa para abreviar potencias de niimeros, relaciones y operaciones.

! Actualmente, el andlisis diofdntico es el drea de estudio donde se buscan soluciones enteras para
las ecuaciones.



Capitulo 4
Objetivos

Objetivo general

Con el presente trabajo de grado se pretende hacer un acercamiento al trabajo de
Diofanto con el fin de conocer cudl fue su trascendencia en la notacién matematica
actual desde su origen y su evoluciéon, teniendo en cuenta los mateméticos que mas
incidencia tuvieron en el desarrollo de su trabajo algebraico.

Objetivos especificos

1. Investigar y entender la notacién utilizada por Diofanto, con la cual des-
cribié expresiones y operaciones algebraicas.

2. Explicar la influencia que ejercieron algunos matematicos de la época de
Diofanto en la solucién general de diversos problemas planteados en su trabajo
La Aritmética.

3. Resaltar la imaginacion y la habilidad de Diofanto en el planteamiento y
solucion de problemas en su libro La Aritmética



Capitulo 5
Diofanto y su trabajo

5.1. Diofanto de Alejandria

Poco se conoce sobre la vida de Diofanto. Las investigaciones mas creibles lo sitian
hacia la segunda mitad del siglo III, siendo contemporaneo de Pappus'.

Es clésico el epitafio en la Antologia de Metrodoro, dice: “Transeunte, esta es la
tumba de Diofanto; Es €l quien con esta sorprendente distribucion dice el numero
de anos que vivio. Su minez ocupd la sexta parte de su vida; después, durante la
doceava parte, su mejilla se cubrio con el primer beso. Paso aun una séptima parte
antes de tomar esposa 1, cinco anos después, tuvo un precioso nino que, una vez
alcanzado la mitad de la edad de su padre, perecio de una muerte desgraciada. Su
padre tuvo que sobrevivirle, llordndole, durante cuatro anos mas, mitigando su dolor
con investigaciones sobre la ciencia de los numeros”. Con nuestra notacion moderna y
el uso del algebra, es bastante facil ver que si Diofanto vivié durante anos x, entonces
el problema es equivalente a la solucién de la ecuacion g + 5 + % +5+ 3 +4 ==,
que tiene la solucién x = 84

La mejor evidencia sobre la época en que vivio nos la ofrece los trabajos que citan y los
que le citan. Asi, en su libro sobre niimeros poligonales Diofanto presenta la definicién
dada por el matematico griego Hipsicles a mediados del siglo II a.C. Por otro lado,
el matematico alejandrino Tedén lo menciona en un trabajo de mediados del siglo IV
d.C. Los historiadores sitian a Diofanto a mediados del siglo III d.C. basandose en
una carta de Michaell Psellus?, un gobernante y matemético bizantino del siglo XI,

Y(ss. II-IV) Matematico griego. Ultimo gran matematico de la escuela alejandrina,
escribié comentarios a los Elementos de Euclides y a la Gran sintaxis matematica de Tolomeo,
llamada Almagesto por los drabes.

2Fue un historiador bizantino y su trabajo es especialmente 1til para los detalles de la decadencia
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quien afirma que hacia el ano 270 Anatolio, obispo de Laodicea, habia dedicado un
tratado sobre el antiguo cédlculo egipcio a su amigo Diofanto de Alejandria.

De él han llegado hasta nosotros los ntiimeros poligonales (o Numeris Multangulis),
Porismas (que se cree formaba parte de la Aritmética), sobre los ntmeros
fraccionarios y naturalmente La Aritmética, que fue un tratado de 13 libros del
que sélo se conocen los seis primeros. Fue encontrada en Venecia por Johann
Miiller (Matematico y Astrénomo alemén) hacia 1464 y la primera traduccién latina
pertenece a Wilhelm Holzmann (1532-1576) Diophanti Alexandrini Rerum libri sex,
Basilea, 1575. En 1621 aparece la edicién de Bachet de Méziriac® con el siguiente
titulo: Diophanti Alexandrini Arithmeticorum libri sex; et de Numeris multangulis
liber unus. Nunc primun graece et latini editi atque absolutissimis commentariis
illustrati, Paris 1621 (que contiene ademds del texto griego y la traduccién latina
con aclaraciones y notas).

Probablemente, Diofanto dedicé su obra al que fuera obispo de Alejandria entre los
afios 247 y 264. Alejandria se habia vuelto el centro de la cultura Helenistica® poco
después de que Alejandro Magno la fundara, alld en el 331 a.C. En torno al siglo
ITI d.C., la ciudad era a menudo escenario de conflictos entre la creciente comunidad
cristiana y las comunidades griega y romana ya establecidas. A principios del 260,
sin embargo, la persecucion de la comunidad cristiana estaba a la orden del dia. Con
este teléon de fondo cabe, pues, preguntarse si la amistad entre Diofanto y Dionisio
(obispo de Alejandria) implica que Diofanto era cristiano.

La primera mujer matematica de la historia occidental, Hipatia®, la hija de Teén
de Alejandria, escribio el primer comentario sobre la Aritmética. Péco se sabe de
ella, mas alla que fué asesinada por un grupo de cristianos fanaticos en el ano 415,

del imperio bizantino en las décadas anteriores a las cruzadas.

3Claude Gaspard Bachet de Méziriac(9 de octubre de 1581-26 de febrero de 1638) fue un
matematico frances que analizd la solucién de ecuaciones indeterminadas mediante fracciones
continuas. También trabajo en la teoria de nimeros, y encontré un método para la construcciéon de
cuadrados magicos.

4l esplendor cultural del periodo Helenistico se debe a la expansién enorme de la cultura escrita
(el periodo cldsico ateniense fue la primera etapa gréfica para la cultura literaria y cientifica, a partir
de la adaptacién jénico-dtica en Atenas).

5El nombre de Hipatia significa la més grande. La leyenda de Hipatia de Alejandria nos muestra
a una joven, virgen y bella, matemaética y filésofa, cuya muerte violenta marca un punto de inflexién
entre la cultura del razonamiento griego y el oscurantismo del mundo medieval. Como ocurre con
todas las biograffas de los matemdticos (y matemédticas) de la antigedad, se sabe muy poco de su
vida, y de su obra se conoce sélo una pequena parte.
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en coincidencia con la quema de la gran biblioteca de Alejandria y la consiguiente
desaparicién de la coleccion de pensamiento clasico mas importante del mundo.

En Occidente, la Aritmética sobreviviria a la destruccion de la biblioteca de
Alejandria gracias al manuscrito que copiara en constantinopla Michaell Psellus.
Este manuscrito es el progenitor de todas la versiones de la Aritmética conocidas
hasta hace unos 30 anos.

5.2. Resena de su obra mas representativa

En la Aritmética, Diofanto plantea y resuelve, de unas cincuenta maneras diferentes,
290 problemas®. Los enunciados son generales aunque, debido a las limitaciones
lexicogréficas, el autor introduce niimeros concretos (racionales y enteros positivos)
para llevar a cabo sus razonamientos. La Aritmética de Diofanto se aleja de la
logistica numérica, término con el que Platon caracterizaba la practica convencional
del calculo y la computacién, tan ttiles en el desarrollo de la actividad comercial; pero
también difiere de la aritmética tedrica presentada por Euclides en los Elementos.
Diofanto intenta teorizar el calculo confiriéndole un fundamento abstracto. Su
objetivo consiste en descubrir las relaciones existentes entre los nimeros, ya sean
éstos lineales, cuadrados, cubicos, bicuadrados, cuadrado-ctbicos o cubo-cibicos.
Cre6 un lenguaje exclusivo para la aritmética, con un signo para designar las
sucesivas incégnitas. Cada potencia también posee su propio grafema’. Establece
igualdades y desigualdades, e intenta reducirlas al maximo mediante la aplicacion
de dos reglas; asi obtiene la expresion mas simple: la igualdad en la que una especie
(son cierta clase de ntimeros) es igual a una especie y, de ahi, la solucién requerida.
Ambos procedimientos de sustraer lo similar y anadir lo que falta son analogos a los
propuestos por Al-Jwarizmi.

En la Aritmética se definen por primera vez las ecuaciones de segundo grado (aquellas
en las que dos especies son iguales a una especie) y se muestra un algoritmo aritmético
para resolverlas; aunque Diofanto no estaba muy seguro del mismo y lo aplicé en
pocos casos y de manera limitada.

Resulta extremadamente asombrosa su capacidad de encontrar la expresién adecuada
con la cual identifica los datos de un problema. Y aqui reside precisamente lo

6Estos 290 problemas corresponden a la obra completa de Diofanto, es decir, a los 13 libros.
"Unidad minima e indivisible de la escritura en una lengua.
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mas sorprendente de su método, o la ausencia de él, como frecuentemente se le ha
criticado. No hay una regla general con la que se puedan abordar todos los ejercicios;
cada uno de ellos precisa un tratamiento especifico.

La Aritmética de Diofanto tiene ciertas peculiaridades: no es un tratado de teoria
de ntimeros, como son los libros VII a IX de los Elementos de Euclides, en los que
ninguna cantidad concreta aparece; tampoco se trata de una logistica numérica,
segiin habia denominado Platon al arte de realizar calculos con ntimeros enteros o
racionales; es més bien una obra de logistica tedrica, pues los nimeros que intervienen
aqui son considerados como especies, aunque (debido a la falta de simbolismo)
Diofanto utiliza niimeros concretos para llevar a cabo sus razonamientos.

En la Aritmética, Diofanto define por primera vez las ecuaciones de segundo grado:
igualdades en las que dos especies son iguales a una especie [az® + bx = c|;
distinguiéndolas de otras mucho ma&s simples, en las que wuna especie es igual
a una especie [ax" = bx™] Su estrategia (o|do|s) consistird en trasladar al
lenguaje teorico el enunciado y los datos del problema, estableciendo una igualdad
de cardcter general. Dispone ademéas de un conjunto de herramientas sintacticas
y morfolégicas con las que maniobra hasta obtener una expresion mas simple
y la esperada solucién. El lenguaje de la aritmética (distinto al utilizado para
enunciar los problemas) se compone de signos y palabras abreviadas. Llama aritmos
(dptBués) al numero desconocido, formado por una cantidad indeterminada de
unidades, y lo identifica siempre con el mismo signo: ¢. Cuando introduce nuevas
incognitas, utiliza la misma letra, lo cual dificulta mucho la comprension del texto.
El término independiente se expresa mediante la unidad o Modvag, M, seguido de
un nimero®. El cuadrado (reTodyws) es el nimero multiplicado por si mismo;
trasladado al lenguaje aritmético, toma el nombre de potencia; el lado del cuadrado
(TAevod Tov TETpdywWS), es el numero que se identifica con la incégnita.

Hay otros ntmeros compuestos: el cubo, formado por el producto de un nimero
cuadrado por su lado. Se llama cuadrado-cuadrado al niimero cuadrado multiplicado
por si mismo. Cuadrado-cubo es el resultado de multiplicar un ntimero cuadrado por
el cubo del mismo lado. Cubo-cubo es el nimero formado por el producto de dos
nimeros cibicos. Cuando todos estos niimeros entran a formar parte de la teoria
aritmética se escriben de modo abreviado: AV, KV AVA, AKY KVK. Diofanto
también describe los inversos de estos numeros y las operaciones realizadas con
ellos. Asimismo, define los productos con cantidades de distinto signo: “lo que falta

8Como sabemos, los griegos utilizaban las letras de su alfabeto para designar los niimeros
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multiplicado por lo que falta, nos da lo que es; mientras lo que falta multiplicado por
lo que es nos da lo que falta”. El autor agrupa los niimeros que sustraen detras de
un simbolo especifico, colocando antes todas las magnitudes positivas®.

Los enunciados de los problemas suelen proponer una condicién general e
indeterminada que Diofanto necesita concretar. Para ello, busca una expresién
manejable escrita en funcion de la incégnita con la cual compone su primera igualdad.
Una vez establecida ésta, finaliza el proceso de invenciéon. Después, elimina de esa
igualdad los términos negativos y agrupa los de la misma especie'®, hasta obtener la
expresion que le conduce al resultado. A veces, necesita introducir valores falsos y
magnitudes auxiliares, con la intencién de proseguir su razonamiento. La estrategia
de operar con cantidades supuestas (o método de falsa posicién) proviene de las
matematicas babilénicas y egipcias.

9Esta informacién serd ampliada cuando se hable del libro I de la Aritmética de Diofanto

10 Ambas reglas las conocemos con el nombre de restauracion y oposicién, desde que Al-Jwarizmi
las enunci6é en su Kitab al-jabr wa’l-mugabala (aprox. 830 d.C.). Diofanto las describe en la
introduccién del libro 1.




Capitulo 6
La Aritmética

la Aritmética fue traducida al drabe por Qusta ibn Liga a mediados de la segunda
mitad del siglo IX. De las ediciones modernas, una de las mas famosas fue la de
Bachet (1621) que publicé por primera vez el texto griego en traduccién latina; ésta
fue la famosa edicion utilizada por Fermat para dejar en ella anunciada su misteriosa
“demostracion” de su teorema o conjetura. La edicién estandar hoy dia de las obras
de Diofanto es la de Tannery en dos volumenes (Teubner, 1893, 1895).

La originalidad de Diofanto en esta obra tiene un doble aspecto. El primero consiste
en que se trata del tnico matemédtico griego (excluyendo quizds a los primeros
pitagéricos) que no es un “geémetra”’, sino un “aritmético” en estado puro. Los
problemas son todos de “teoria de nimeros”, incluso los que estan disfrazados por
un lenguaje aparentemente geométrico (“Hallar un tridangulo rectangulo tal que...”).
Como es bien sabido, a partir del descubrimiento de los segmentos inconmensurables,
con la consecuencia de que los nimeros no podian dar cuenta del continuo, la
geometria pura se independizé de la aritmética y se convirtié en la auténtica reina
de la matematica griega, dominandola practicamente toda.

Otra de las novedades importantes que introduce Diofanto es la siguiente, los objetos
propios de la aritmética griega eran los niimeros naturales y sus razones, que no eran
nimeros sino relaciones entre ntiimeros (“en cuanto al tamano”, nos dirfa Euclides).
Diofanto considera por primera vez a los ntimeros fraccionarios (positivos solamente,
por supuesto) como auténticos numeros. Hay que recordar que la “manipulacién”
por parte de los egipcios y mesopotamios de los “numeros fraccionarios” en un
sentido puramente “partitivo” (que sin duda es el mejor método de introducirlos
a los ninos), no tiene nada que ver con la matematica pura griega. Por otra parte, el
reconocimiento pleno de los nimeros racionales con su independencia “ontoldgica”,
hubo de esperar hasta el siglo XVII. El punto de vista en el que se situa Diofanto le

15
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permite en primer lugar librarse de las limitaciones dimensionales de la geometria,
donde sélo se podian “multiplicar” tres magnitudes, puesto que tres es la dimension
del espacio. Diofanto admite sin ningtin problema productos y potencias hasta seis
factores y sus inversos.

El segundo aspecto innovador de Diofanto, tan importante al menos como el primero,
fue su introduccion del primer simbolismo propiamente matematico. La matematica
griega habia carecido de cualquier tipo de simbolismo especial: era una matematica
“retorica”. Diofanto introduce un simbolismo adaptado al calculo algebraico muy
flexible. Esta notacion Diofantica recibié el nombre de notacion “sincopada” y, pese a
su indudables ventajas “algebraicas”, se perdié inmediatamente después de Diofanto,
al parecer, y ya ni siquiera la recuperaria la matematica arabe. Sélo durante el
Renacimiento, desde finales del siglo XV hasta bien entrado el siglo XVII, se volvera a
introducir, lenta y trabajosamente la nueva notacion algebraica, que culminard en
1637 con la de Descartes, que es ya la nuestra. Es muy educativo repasar algunos
de los muchicimos intentos fallidos de construir una notacién flexible para el calculo
algebraico. Se trata de hecho que tuvo una enorme importancia en la evolucién de
toda la matematica posterior al siglo XVII, en lo que suele llamarse el proceso de
“algebrizacion” de la matematica.

En el gréfico puede verse una edicién realizada por Fermat hijo (sobre la traduccién
de Bachet) que incluye impresas las anotaciones de su padre.

DIOPHANTI

ALEXANDRINI
ARITHMETICORVM
LIBR] SEX,

ET DE HVMERIS MVLTANGVLE

NTARII . WA NETT F. L,
b 1. T e TR MAT St i,

CF M (DM AE
R

Figura 6.1: Portada del libro la Aritmética
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La Aritmética no es propiamente un texto de algebra sino una coleccién de 150
problemas’. No se sabe cuantos de ellos son originales o tomados de otros tratados
de la época; Diofanto presenta en todos ellos una solucion tnica y no establece
distincion entre problemas determinados e indeterminados. Tampoco existe ningin
orden en cuanto a la naturaleza de los problemas o los métodos de resolucién.

6.1. Libro 1l

Contiene 25 problemas de primer grado y 14 de segundo.

Dedicatoria

“Como sé, muy honorable Dionisio, que quieres aprender a resolver problemas
numéricos, he emprendido la tarea de exponer la naturaleza y el poder de los niimeros,
empezando por las bases que sustentan estas cuestiones. Es posible que parezcan
mas dificiles de lo que son por ser desconocidas ain y que los principiantes duden
de conseguir alcanzarlas, pero las comprenderas facilmente gracias a tu actividad y
a mis demostraciones, pues que el deseo unido a la ensenanza conduce rapidamente
al conocimiento”.

6.1.1. Definiciones

Algunas definiciones previas del libro I de Diofanto son:

2

» (2%) Un cuadrado, cuyo signo es A con una Y superpuesta: AY

3

23) Un cubo, cuyo signo es K.

5

2%) Un cuadrado cubico, cuyo signo es AKY

6

(T

(%)
(%)
= (z*) Un cuadrado al cuadrado, cuyo signo es AY A
(z°)
(z°)

Un cubo al cubo, con el signo KY K

Pero el nimero que no tiene ninguna de estas caracteristicas, sino que solo contiene
en si una multitud indeterminada de unidades se llama aritmos, y su signo es .
Esta letra (es una variante de la letra griega sigma) es utilizada por Diofanto para
representar la incognita, que él describe literalmente como “el nimero”, hoy en dia
la letra para representar variables es la x. Y hay también otro signo que denota una

!Estos 150 problemas corresponden sélo a los 6 libros encontrados.
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constante el cual es una M con un circulo superpuesto asi M

Diofanto fue el primer matematico en introducir el signo para sustraccién que era

similar a:

Para Diofanto, los numeros positivos representan una “presencia”, y términos
negativos una “falta”. Los positivos siempre aparecen antes que los negativos en
sus problemas. Diofanto ofrece algunas reglas para la multiplicaciéon que son:

= Un menos multiplicado por menos hace un més (una “falta” por una “falta”
produce una “presencia’)

= Un menos multiplicado por un mas hace un menos (una “falta” por una
“presencia” produce una “falta”)

= Un més multiplicado por un méas produce un més (una “presencia” por una
“presencia” produce una “presencia’)

Diofanto nunca uso un simbolo para la adicién, simplemente yuxtaponia los términos
para representarla, para la multiplicacion tampoco uso simbolismos porque usaba
coeficientes enteros o fraccionarios, es asi como aparecen expresiones como la
siguiente:

KacBAMY

Figura 6.2: Escritura de Diofanto

La cual significa:
a® + 2z — 3

También consideraba que una cantidad negativa simplemente no podria existir sin
alguna cantidad positiva de la cual pudiera ser sustraida. Para él una ecuacién que
llevara una cantidad negativa era innecesaria, como lo eran las soluciones irracionales
o imaginarias.

Diofanto concluye explicando que en el arreglo de todo su material, trato de distinguir
los diferentes tipos de problemas, sobre todo en la parte elemental al principio, para
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hacer sencillo lo més complicado, haciendo que el curso que el creo con sus ecuaciones
sean faciles para el aprendiz y todos sus métodos sean aprendidos. Su trabajo se basa
en trece libros?.

1. Problema 1. Forma General: Dividir un nimero en dos partes conociendo la
diferencia entre ellos. Sea ¢ el nimero dado y = e y las partes en las que se va
a dividir el nimero dado.
Por lo tanto
r+y=c (6.1)

y su diferencia es d, es decir,
r—y=d (6.2)

Sumando (5.1) con (5.2) obtenemos la solucién para x:

2r=c+d
c+d

= 6.3

o=t (6.3

ahora restamos (5.2) de (5.1) y obtenemos la solucién para y:

2y=c—d
c—d

= 6.4

y=— (6.4)

Caso particular del problema 1 planteado por Diofanto. Dividir el niimero 100
en dos partes cuya diferencia es 40.
Solucién: tenemos que ¢ = 100 y d = 40, reemplazando en (5.3) obtenemos:

100 + 40
r=——"
2
x =170
reemplazando en (5.4)
100 — 40
Y= 9
y =30

La solucion es x =70 y y = 30

2De los cuales haremos una breve reseia de los 6 primeros
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Solucion particular dada por Diofanto. El menor de los niimeros requeridos es

x.

Por lo tanto:

y—x =40
x4 (40 + z) = 100
2x 440 = 100

r =

y+ 2 =100

2z = 60
_

xr =

Los numeros requeridos son 70 y 30.

2. Problema 2. Forma General: Dividir un ntimero en dos partes, teniendo una

razon.

Sean: ¢ el nimero; r la razén, ademés = y y las partes en las que se va a dividir

c. Por lo tanto obtenemos

c=x+vy, donde, %:r, asi que c =z +rz = (1+r)x,

tenemos

como y = rx, entonces

c
Tr =

1+7r
e
y_l—l—r

(6.5)

(6.6)

Caso particular del problema 2 planteado por Diofanto. Dividir el ntimero 60

3

en dos partes cuya razon es 7.

Solucién: tenemos que ¢ = 60 y r = 3, reemplazando en (5.5) obtenemos
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Luego:
_60-3
Y7153
180
4
T =45

La solucion es = 15, y, y = 45

Solucion particular dada por Diofanto. Sea x el primer nimero y 3z el segundo
numero, entonces:

x4+ 3x =60
4x =60
60

T=T

r =15

Por lo tanto x = 15, luego los ntimeros son 15 y 45.

3. Problema 16. Forma general: Encontrar tres nimeros dadas las sumas de cada
par de ellos.
Sean nq,ns, ng las respectivas sumas dadas de cada par y =,y y z los ntimeros
a encontrar.
Por lo tanto:

Y+ 2z=ns (6.8)
T+ 2z =n;3 (6.9)

sumando (5.7), (5.8) y (5.9) obtenemos
20+ 2y + 2z = nq +ng + ng

asi que
Ny + no + N3

rT+y+z= 5

pero x 4+ y = ny; por lo tanto

n1+n2+n3
I R
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2= W (6.10)

de igual forma y 4+ z = no; lo cual implica que

7’L1—|—7’L2—|—7’L3
r=——"""—"N9

2

r = W (6.11)

También se tiene que x + z = ng; lo que nos lleva a

n1+n2—|—n3
y=—"71—""-m

2

y= 2z (6.12)

2
Caso particular del problema 16 planteado por Diofanto. Encontrar tres
numeros tal que las sumas de cada par sean 20, 30 y 40 respectivamente.
Solucién: tenemos que n; = 20, ny = 30 y n3 = 40, reemplazando en (5.10)
obtenemos

30 440 — 20
2=——
2
50
z=—
2
z =25
reemplazando en (5.11)
20440 - 30
xr=
2
30
rT = —
2
=15
y reemplazando en (5.12)
20430 — 40
YT
10
Y73
y=>5

por lo tanto las soluciones son 15, 5 y 25.
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Solucion particular dada por Diofanto. Sean los numeros: a,b,c tales que
a+b=20,b4+c=30,a+c =40y x es la suma de los tres ntimeros. Condiciéon
necesaria: la mitad de la suma de los tres nimeros dados debe ser mayor que
cualquiera de ellos?.

Por lo tanto los ntimeros son:

(x — 20) Tercer numero,

(x — 30) Primer ntmero,

(x — 40) Segundo ntmero,

La suma quedaria representada de la siguiente manera:

r = (z—30)+ (z —40) + (z — 20)
r=2—-30+x2—-40+2 —20
x=3r —90

0=2z—-90

por lo tanto x debe ser igual a 45, luego los numeros son 15, 5 y 25
respectivamente?.

4. Problema 17. Forma general: Encontrar cuatro nimeros dadas las sumas de
todos los juegos de tres. Sean nq, no, n3, ny las respectivas sumas dadas de cada
juego de tres y w,x,y v z los nimeros a encontrar.

Por lo tanto:

wH+r+y=mn (6.13)
wHT+2="n (6.14)
w+y+2z=ng (6.15)
THY+z=m (6.16)

Sumando (5.13), (5.14), (5.15) y (5.16) obtenemos.
3w4+3r+3y+3z=n1+ny+nz+ ny

Asi que
niy + no + N3 + ny

3

wt+r+y+z=

Pero como w + = + y = ny; tenemos que

Z_n1+n2+n3+n4_
B 3

ni

3Para evitar tener niimeros negativos
4En Grecia era muy comun usar el método de la balanza para solucionar este tipo de ecuaciones.
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n2+n3+n4—2n1
3

también w + x + 2 = ng; asi que

nl—l—n2+n3+n4
Y= — N

3

_n1+n3+n4—2n2
B 3

De igual forma w + y + z = ng; lo cual implica que

nl—l—n2+n3+n4
r = — N3

3

n1+n2+n4—2n3
3

También se tiene que x + y + 2z = ny; lo que nos lleva a

nl—l—n2+n3+n4
w = — TNy

3

n1+n2+n3—2n4

3

(6.17)

(6.18)

(6.19)

(6.20)

Caso particular del problema 17 planteado por Diofanto. Encontrar cuatro
numeros tal que las sumas de cada juego de tres sean 22, 24, 27 y 20

respectivamente.

Solucién: sean ny = 22, ny = 24, n3 = 27, ngy = 20 y x,y, 2z, w los nimeros

desconocidos, ahora reemplazando en (5.17) obtenemos

24427 +20 — 2(22)

z

3
27
Z _ -
3
z2=9
Reemplazando en (5.18)
92 4+ 27 + 20 — 2(24)
Y= 3
21
=3
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Reemplazando en (5.19)
22+ 24420—2(27)

3
12
T = —
3
=4

Reemplazando en (5.20)

o 22724427 - 2(20)

3
33
W= —
3
w =11

Por lo tanto los niimeros son: 9, 7, 4 y 11

Solucion particular dada por Diofanto. Condicion necesaria: un tercio de la
suma de los cuatro debe ser mayor que cualquiera de ellos.
x es la suma de los cuatro. Por lo tanto los ntimeros son x — 22; x — 24; x — 27
y x — 20, luego

4xr — 93 =z, de donde, =z = 31

Y los niimeros son 9, 7, 4 y 11.

6.2. Libro II

Consta de 35 problemas. El problema 8, sin duda es el mas famoso,
dié lugar al llamado “Teorema de Fermat”

1. Problema 6. Forma general: Encontrar dos niimeros que tienen una diferencia
dada y que la diferencia de sus cuadrados exceda su diferencia por un ntmero
dado.

Sea x el primer nimero, y el segundo nimero siendo y > z, por lo tanto la
diferencia quedaria:

y—x=a dedondey=x+a
y la diferencia de sus cuadrados es:

(x+a)?—2°=d donde d = a+ c siendo c el ntimero dado (el exceso)
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por lo tanto:
(x+a)—2>=a+c

£+ 200 +a*— fr=a+c
2ur =a —a’® + ¢

_ 2

T = OH'Q# (6.21)
y como y = x + a, entonces

a-+c—a?
y=—7p+a
2a
a-+c+a?
Y= —on (6.22)

Caso particular del problema 6 planteado por Diofanto. Encontrar dos niimeros
cuya diferencia es 2 y la diferencia de sus cuadrados excede a su diferencia en
20.

Solucién: tenemos que a = 2 y ¢ = 20, reemplazando en (5.21) obtenemos

242022
T
18
r=—
4
1
— 4=
T
y reemplazando en (5.22)
2420422
T )
26
Y7
1
— 6=
=03

. 1 1
los nimeros son 43 y 63

Solucion particular dada por Diofanto. Condicién necesaria: El cuadrado de
su diferencia debe ser menor que la suma de dicha diferencia y el exceso dado
de la diferencia de los cuadrados sobre la diferencia de los ntimeros.
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Sean x el menor de los nimeros y y el mayor de ellos. La diferencia entre los
nimeros es y — x = 2, es decir y = x + 2, entonces

y?— a2t =22
(x+2)? — 2% =22
A2 4 dr +4— 47 =22

Ap + 4 = 22
18

r=—

1

1

— 4=
=Ry

En consecuencia x = 4%; luego los ntimeros son 4% y 6%.

. Problema 7. Encontrar dos numeros tal que la diferencia de sus cuadrados
exceda por un nimero dado a la proporcion dada a su diferencia.

Sea r la proporcion y x el primer niimero, y el segundo nimero siendo y > =,
por lo tanto la diferencia es:

y—x=a dondey=2x+a
La diferencia de sus cuadrados es:
(r+a)?—2>=d donde d = c+ ar, siendo c el nimero dado

Por lo tanto:
(x+a)?—a>=c+ar

£ 4 2ax + a*— £* =c+ar

2ax = ¢+ ar — a*

c+ar —a®
z = # (6.23)
y como y = x + a entonces
¢+ ar — a?
=———+a
Y 2a
c+ ar + a?
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Caso particular del problema 7 planteado por Diofanto. Proporcion dada 3 : 1; el
nimero dado es 10, y la diferencia dada de los niimero es 2; hallar los niimeros.
Solucién: tenemos que a = 2, r = 3y ¢ = 10, reemplazando en (5.23) obtenemos

_10+2(3) —2?
a 2(2)
12
v=
=3

Y 2(2)
20
y=7
Yy=>5

Los nimeros son 3 y 5.

Solucion particular dada por Diofanto. Condicion necesaria: el cuadrado de
la diferencia de los niimeros debe ser menor que la suma de 3 veces la diferencia
y el nimero dado.

Sea x el nimero menor, por lo tanto el nimero mayor debe ser x + 2; entonces:

dr4+4=3-2+4+10
Luego x = 3, y en consecuencia los niimeros son 3 y 5.

3. Problema 8. Dividir un ntimero cuadrado en dos cuadrados.

22:$2+y2

2 =2+ (2> —2%) con y*=2* —2?
Sea y = mz — z. Hagamos

22—t =y = (mx —2)? = m?2? - 2maz + 2

Asi que
A2 — 2 =mPa? — 2maz+ A°
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Entonces
m2e? + 22 —2mrz=0 ;x#0

(m? 4+ 1)z = 2mz

2mz
=" 6.25
- +1 ( )
Pero como 3% = 2> — 22 tenemos que
2mz \> 4m?
2 _ 2 2
= — e 1 e —
v <W+J Z( MHMJ
o (m* +2m? + 1 —4m? 22(m?* — 1)?
=z =
(m? + 1)2 (m? + 1)2
De aqui
z(m? — 1)
=——7" 6.26
Y= e (6.26)
Verificacién:
om \’ (m? —1)\?
2 2 _ 2 2
x+y—<m2+1)z+<m2+1 z
4m? m*—2m?*+1] , (m*+1)? ,
= —'— = ——0 =k =Z
(m? + 1)2 (m? 1+ 1)2 (m? 1+ 1)2

Asi hemos obtenido una manera general de calcular dichos nimeros.

Caso particular del problema 8 planteado por Diofanto. Sea 22 = 16 (z = 4)
el numero cuadrado, tomando m = 1 y reemplazando en (5.25) y (5.26)
respectivamente obtenemos

2(1)4 8 (12— 1)4

:720
y 1241

Esto significa que 2% = 16, 4% = 0, por lo tanto

2 +y* =42 +0*=16
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Tomando m = 2 y reemplazando en (5.25) y (5.26) obtenemos

2(2)4 16 (22-1)4 12
€r = = — = = —
211 5 YT T2yl
Entonces 932:22—556, 22%‘*,&51 que
2+ 2—@_‘_%
Y75 T s
400
=—=16
25

Tomando m = 3 y reemplazando en (5.25) y (5.26) obtenemos

234 24 12 (3*-14 32 16

Tr =

2+1 10 5 Y7 3+1 10 5

Entonces 22 = 48, y? = 28 y nuevamente
2o 11250
x =— 4+ —
Y75 T s
400
P16
25

Solucion particular dada por Diofanto. Considerando como el nimero cuadrado
16, sea 22 uno de los ntimeros cuadrados, por lo tanto 16 — 22 debe ser igual

al otro cuadrado.

Tomemos un cuadrado de la forma® (mx — 4)?, siendo m un nimero entero y
4 el nimero que es la raiz cuadrada de 16, tomemos (22 — 4)? comparado con

16 — z%; por lo tanto

(22 —4)* =16 — 2°
42* — 162 + 16 =16 — 2°

5202 — 160 =0 ;x#0
16

xr =

bt

De donde se obtiene que z = 1—56.

5Las palabras de Diofanto son: “formo el cuadrado de cualquier niimero de aritmos menos tantas
unidades como hay en el lado de 16”. Esta implicito que m debe escogerse de modo que el resultado

pueda ser racional; en este sentido Diofanto toma m = 2.
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El primer cuadrado es 2% = %

., 2 256 144
El segundo cuadrado esta dado por la expresion 16 — z° esto es 16 — 3¢ = o=

A esta proposicién Fermat anadié su nota famosa la cual con el tiempo se
convertiria en lo que hoy conocemos como el “gran teorema” de Fermat. El
texto de la nota es:

“Por otra parte es imposible separar un cubo en dos cubos, o un bicuadrado en
dos bicuadrados, generalizando, cualquier potencia, excepto un cuadrado, no
se puede dividir en dos potencias con el mismo exponente. He descubierto una
demostracion verdaderamente maravillosa de esto, que sin embargo el margen
no es bastante grande para que quepa en el”

Diofanto, Fermat y la Aritmética han estado estrechamente relacionados a lo
largo de la historia de las matematicas. Todo empez6 cuando Fermat, en su
ejemplar de la Aritmética, escribi6 al lado del problema 8 del Libro II:

La ecuacion z" 4 y™ = 2" no tiene soluciones enteras para n > 2. En el caso
n = 2 una solucién es (z,y, z) = (3,4,5) la cual ya se conocia desde la Grecia
clasica. En general pueden obtenerse estas ternas, denominadas Pitagéricas, a
partir de la expresion:

r=2n+1
y=2n>+2n
z=2n*+2n+1
Paran=1,2,3,...
Efectivamente

22 =(2n")2+2(2n*)(2n + 1)+ (2n + 1)?
=dn* +4n*(2n 4+ 1) +4n* +4n + 1
= 4n" 4+ 8n® + 4n* + (2n + 1)
=4n*(n+ 1)+ (2n + 1)?
=2n(n+1)*+ (2n + 1)?
= (2n2 +2n) + (2n + 1)* = ¢* + 2?

En los Elementos de Euclides (libro X, ejercicio 28, lema I) aparece la expresién
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general de estas ternas:

r=a’-1?
y = 2ab
z=a®+ b

Efectivamente
2? + 9 = (a® — b)) + 4a®V? = a* — 2V + b* + 4a*V?
=a* +2a%0* + b* = (a® + b*)? = 22
Sin embargo, la demostracion de esta proposicién ha sido, hasta hace poco,
el problema maés famoso, al menos mas popular, de las matematicas y a su
resolucion se halla unido el nombre de grandes matematicos. Euler demostré el
teorema para n = 3 y n = 4. Dirichlet (1805 -1859) y Legendre (1752 - 1833)

también intervinieron y probaron la proposicién para n = 5, y muchos otros.
Por fin, en 1995 el inglés Andrew Wiles lo logré (después de algunos sustos).

“No hay otro problema que pueda justificar lo mismo
para mi. Fue la ilusion de mi infancia. Nada puede
reemplazar eso. Lo he resuelto. Intentaré resolver otros
problemas, estoy sequro. Algunos seran muy dificiles y
tendré una sensacion de realizacion otra vez, pero no
hay ningun problema matemdtico que me pueda cautivar
como lo hizo Fermat”

Andrew Wiles

6.3. Libro III

Consta de 21 problemas. El mas famoso es el 19 en el que por primera
vez acude a la geometria para solucionarlo.

1. Problema 5. Encontrar tres nimeros tal que su suma es un cuadrado y la suma
de cualquier par excede al tercero en un cuadrado.
Solucién particular dada por Diofanto. La suma de los tres debe ser (z + 1)
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luego el primero més el segundo es igual al tercero mas uno.
Sean a, b y ¢ los nimeros, entonces

a+b+c=(x+1)? (6.27)

a+b=c+1 (6.28)
Reemplazando (5.28) en (5.27) tenemos

2c+1=(x+1)2=2+2r+1

de donde

2

c= % + (6.29)

De modo que el tercer niimero es %9:2 + x; luego el segundo mas el tercero, es
decir b+ c es igual al primero mas 2. Asi que

b+c=a+ a2’ (6.30)
Reemplazando (5.30) de (5.27) tenemos
20+ 4% = (z+ 1) =4+ 20+ 1

de donde

1
a=a+t; (6.31)

el primer ntimero es x + %
Ahora si reemplazamos el valor de a y de ¢ en la ecuacién (5.27) tenemos
1 z? 5 9
x+§+b+?+x:(x+1) =x"+2r+1

de donde

(6.32)

N —

2
X
b="
2—0—

Por lo tanto el segundo niimero es igual a %9:2 + %
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FEjemplos:

a) Supongamos que el nimero cuadrado es 64.
Por lo tanto a + b+ ¢ = 64 = 8% aqui x = 7, reemplazando en (5.29),
(5.31) y (5.32) respectivamente obtenemos

1 15 49 1 49 63
a 7+2 5 2+2 9, ¢ 2+7 5
Asi que
15 63 78
a+b+c:?+25+?:?+25:39+25:64

b) Supongamos que el nimero cuadrado es 81.
Por lo tanto a + b + ¢ = 81 = 9?%; aqui = 8, reemplazando en (5.29),
(5.31) y (5.32) respectivamente obtenemos

1 17 64 1 65 64
a=8+5=55 b=gHy=55 c=5 +8=40
Asi que
17 65 82

Encontramos que 4 y 9 son ntimeros cuadrados . Asi trataremos de encontrar
otro niimero cuadrado z? tal que 4 + 9 + 22 = y? por tanteo encontramos que
36 sirve porque 4 + 9 + 36 = 49, ahora trataremos de encontrar tres niimeros
tales que la suma de cada par sea igual al tercero mas un niimero conocido. En
este caso supongamos

Primero + segundo — tercero = 4 (6.33)
Segundo + tercero — primero = 9 (6.34)
Tercero + primero — segundo = 36 (6.35)

Sumando (5.33), (5.34) y (5.35) tenemos
Primero + segundo + tercero = 49

pero como
Primero + segundo = tercero + 4
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entonces
2 tercero + 4 = 49
45 _

de donde el tercero = 5 22%.

De igual forma tenemos que
2 Primero 4+ 9 = 49

de donde el primero = 20

Ademas,
2 segundo + 36 = 49

asi que segundo = & =6

1
2 2

Generalizando el ejercicio quedaria representado de la siguiente manera:
Encontrar x,y y z tales que:
—x 4+ y + 2z = un cuadrado
x — ¥y + 2z = un cuadrado

x +y — z = un cuadrado

x + Yy + 2z = un cuadrado

Sélo tenemos que igualar las tres primeras expresiones a cuadrados a?,b? y c?
tales que a? + b? + ¢ = un cuadrado, k? por ejemplo, puesto que la suma de
las tres primeras expresiones es x + y + z. La solucién es entonces:

1 1 1
==+ y==(c*+a? z=—(a®+V?)
2 2 2
2. Problema 19. Encontrar cuatro numeros tales que el cuadrado de la suma de

los cuatro, aumentado o disminuido en cada uno de ellos, forma un cuadrado.

En cualquier triangulo rectdngulo, (el cuadrado de la hipotenusa)
+(doble del producto de los catetos) = un cuadrado, pues
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como a® + b?> = h?, entonces
h* 4+ 2ab = a® £ 2ab + b* = (a £ b)?

Ahora debemos buscar cuatro tridngulos rectdngulos (en ntimeros racionales)
que tengan la misma hipotenusa, o debemos encontrar un cuadrado que

sea divisible en dos cuadrados de cuatro maneras diferentes. (Ver Libro II,
Problema 8).

Tomemos tridngulos rectdngulos con los nimeros mas pequenos (3,4,5) y
(5,12,13); y multipliquemos los lados del primero por la hipotenusa del
segundo y viceversa. Esto da los tridngulos (39,52,65) y (25,60,65); asi 652
se descompone en dos cuadrados de dos maneras.

Una vez mas, 65 se divide de forma natural en dos cuadrados de dos maneras,
a saber, 72 4+ 4% y 82 +12, “que se debe al hecho de que 65 es el producto entre
13 y 5, cada uno de los cuales es la suma de dos cuadrados”.

Formemos ahora un tridngulo rectangulo® a partir de 7 y 4. Los catetos son
(72 —42,2-7-4,7* 4+ 4%) o (33,56,65).

Andlogamente, formando un tridngulo rectangulo a partir de 8 y 1, obtenemos
(2-8-1,8 — 12,82+ 1) o (16, 63, 65).

Asi pues, 652 se divide en dos cuadrados de cuatro maneras. Supongamos ahora
que 65x es la suma de los niimeros y:

Primer nimero 239 . 5222 = 405622
Segundo niimero 2 - 25 - 60z% = 30002
Tercer nimero 2 - 33 - 5622 = 369622

Cuarto ntimero 216 - 632 = 20162
Siendo los coeficientes de z? cuatro veces las dreas de los cuatro tridngulos

rectangulos respectivamente.

La suma 1276822 = 65z, de donde z = %, por lo tanto

17136600 12675000 15615600 8517600
1630218247 1630218247 163021824’ 163021824

los niimeros son

6si hay dos ntimeros p y q, “formar un tridngulo rectdngulo” a partir de ellos significa tomar
los nimeros p? + ¢2,p% — ¢2,2pq. Estos son los lados de un tridngulo rectdngulo, puesto que

(P*+¢*)? = (* — *)* + (2pq)?
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6.4. Libro IV

Casi todos los problemas de este libro (40) se refieren a niimeros ctbicos.
Como los griegos no conocian las formulas de la ecuacién cubica, la sagaz
elecciéon de los datos por parte de Diofanto hace que se llegue a una
solucion aceptable.

1. Problema 1. Descomponer un ntimero dado en dos cubos cuya suma de raices
sea dada.

“Si el ntmero es 370 y la suma de las raices 10, supongamos que la raiz del
primer cubo es 1 aritmo y 5 unidades, o sea: la mitad de la suma de las raices.
Por tanto, la raiz del otro cubo sera 5 unidades menos 1 aritmo; luego la suma
de los cubos valdréd 30 cuadrados de aritmo méas 250 unidades que igualaremos
a las 370 unidades del nimero dado, de donde se deduce que 1 aritmo tiene 2
unidades; la raiz del primer cubo tendra entonces 7 y la del segundo 3, y, por
consiguientes, los cubos seran 343 y 27”.

Con la notacion actual, Diofanto resuelve el sistema formado por las ecuaciones
2® 4+ y® = 370
r+y=10

Para lo que supone que x = a+ 5y que y = 5 — a (a = aritmo). Sustituyendo
estas expresiones en la primera ecuacién y desarrollando tendremos:

(a+5°+(B—a=[a+5)+(B-a)[(a+5)?>—(a+5)(5—a)+ (5—a)?]
=10 [ 4*+ A0a+ 25+ A4°— 25+ 25— AOa+ 4°]
=10 [3a” + 25]
= 30a* + 250 = 370

luego
30a* = 120
a’> =4
a=2

asf que x = 7y y = 3. Por lo tanto 2® = 73 y 33 = 33.
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2. Problema 29. Encontrar cuatro cuadrados cuya suma, aumentada en la suma
de sus lados sea un nimero dado.

En las notas sobre este problema se recogen las aportaciones de Bachet y de
Fermat. Bachet afirma que: “todo nimero entero es un cuadrado, o suma de
dos, tres o a lo sumo cuatro cuadrados”, pero confesando al mismo tiempo que
no habia sido capaz de demostrarlo.

Y sobre este teorema (empirico) de Bachet, Fermat realiza la siguiente
observacion: “Adn mas, hay una proposicion muy bella vy
completamente general que hemos sido los primeros en descubrir:
Todo ntimero es: o bien triangular, o bien la suma de 2 o 3 niimeros
triangulares. Cuadrado, o suma de 2, 3 o 4 cuadrados. Pentagonal, o
suma de 2, 3, 4 o 5 pentagonales. Y asi sucesiva e indefinidamente,
ya sean hexagonales, heptagonales o poligonales cualesquiera”.

Legendre, Lagrange, Euler, Gauss realizaron distintas contribuciones parciales
y fue Cauchy quien en 1813 logré la demostracion completa del teorema.

La solucion particular dada por Diofanto es como sigue:

Ntmero dado 12. Ahora 2 + x + i = (x + %)2 un cuadrado. Por lo tanto la
suma de los cuatro cuadrados mas la suma de sus lados més uno es igual a la
suma de los otros cuatro cuadrados que es igual a 13, por hipdtesis.

Luego debemos dividir 13 entre los cuatro cuadrados; entonces si restamos % de
cada uno de sus lados, tendremos los lados de los cuadrados requeridos. Ahora

64 36 144 81
13=4+9= <%+2—5> + (gﬁ‘g)
11 7 19 13

15> 16> 107 10> 108 cuadrados son

Y los lados de los cuadrados requeridos son
: 121 49 361 169
respectivamente 155, 105 00> 100
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6.5. Libro V

La mayoria de los problemas propuestos (28 de los 30 que tiene el
libro) son problemas de segundo y tercer grado, es decir problemas en
los que se tenian ecuaciones cuadraticas y cubicas. En el ultimo, el 30,
Diofanto se aparta de su costumbre y propone un problema de los que
hoy denominariamos de “mezclas”.

1. Problema 16. Encontrar tres nimeros tales que el cubo de su suma menos uno
cualquiera de ellos da un cubo.

Solucion particular dada por Diofanto. Sea x la suma, y los nimeros
7,3 26,3 63,3
st r s gt

48773 _ . 4877
Por lo tanto {-52x° =z, y, si 1o5¢

el problema estaria resuelto.

fuera la razon de un cuadrado a un cuadrado,

Pero 87713 = 3— (la suma de tres cubos).

Por lo tanto debemos encontrar tres cubos, cada uno de los cuales menor que

uno y tales que 3-(su suma)= un cuadrado.

Si, por lo tanto, la suma de los tres cubos se hace menor que 1, el cuadrado

sera mayor que 2. Sea 2%.

Por lo tanto tenemos que encontrar tres cubos cuya suma sea = % 0 %; es

decir, tenemos que dividir 162 en tres cubos.

Pero 162 = 125 + 64 — 27; y “tenemos en los Porismos”” que la diferencia de

los cubos puede transformarse en la suma de dos cubos.

Habiendo encontrado asi los dos cubos, empezamos de nuevo, y x = Qix?’, de
2

modo que r = 3.

Los tres ntmeros estan asi determinados.

Bachet, al no encontrar ninguna forma de dar con Qi como cuadrado particular
que hay que tomar para que la diferencia entre este y tres pueda ser separable
en tres cubos, y observando que no podia resolver el problema si tomaba otro
cuadrado arbitrario entre dos y tres, 2% en lugar de 2%, concluy6 que Diofanto
debia haber dado por pura casualidad con 2%, que permite resolver el problema.
Fermat no lo admitiria y consideré que el método utilizado por Diofanto

"Para Diofanto los Porismos son Lemas citados en su aritmética
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para encontrar 2% como el cuadrado que habia que tomar no deberia ser
dificil de descubrir. En consecuencia Fermat sugirié el método siguiente. Sea
x — 1 el lado del cuadrado buscado que yace entre dos y tres. Entonces
3—(x—1)* = 24 2z — 2% y este tiene que descomponerse en tres cubos.
Fermat supone que los lados de dos de los cubos buscados son dos expresiones
en z tales que cuando la suma de sus cubos se resta de 2+ 2z — 22, el resultado
solo contiene términos en 22 y 2 o en z y unidades.

La primera alternativa esta asegurada si los lados del primero y segundo cubos
son 1 — % y 1 + z respectivamente; pues

1\° 1 26
242 -2 —(1—=zz )] =142 = —4=2* - =23
+2z -z ( 3:)3) (14 27) 30~ 5t

La ultima expresion tiene que hacerse un cubo, para lo que ponemos

1 26 (m3z?
4= 2 =3 —
37 T o7 27

, por ejemplo,

Lo que da un valor para x. Solo tenemos que ver que este valor hace %z menor
que uno, y podemos escoger facilmente m para satisfacer esta condicion.

Supongamos m = 5, y encontramos r = %, de modo que

113 ;o1 _20 lpp 2
3¥ 733 3733 T 733

Y el lado del tercer cubo es —%.

Bl cnadrado (1 = ()" v enefeeto 3 { (3)" + ()" = (8)"} = ()"

Entonces tenemos tres cubos cuya suma excede en tres a cierto cuadrado; pero,
mientras que el primero de estos cubos es menor que uno, el segundo es mayor
que uno y el tercero es negativo. Por ello debemos proceder, como Diofanto, a
transformar la diferencia entre los dos 1ltimos cubos en la suma de los otros
dos cubos.

Sin embargo, se vera por ensayo y error que incluso el método de Fermat no es
totalmente general pues, de hecho, no dara la solucién particular obtenida por
Diofanto en la que el cuadrado es 2%.
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2. Problema 30. Una persona se embarco con sus sirvientes, quienes le encargaron
que les fuera ttil. Mezcld garrafas de vino, unas de 8 dracmas® y otras de 5, y
pago por todo un nimero cuadrado que, aumentado en el nimero de unidades
que se te indicard, 60, hard que tengas otro cuadrado cuya raiz es el niimero
total de garrafas. Averigua cudntas habia de 8 y cuantas de 5 dracmas

Sea x = al nimero total de medidas; por lo tanto 2? — 60 fue el precio pagado,
que es un cuadrado, digamos (x — m)?, asi que
2? — 60 = (v —m)?

£% — 60 = £% — 2ma + m?

2mx = m? + 60 (6.36)
m? + 60
r=—
2m

Ahora % del precio de las garrafas de 5 dracmas mas é del precio de las garrafas
de 8 dracmas = x; de modo que z2 — 60, el precio total, tiene que dividirse en
dos partes tales que % de una mas % de la otra sea igual x:

No podemos tener una solucién real de esto a menos que
1 1
x>§(x2—60) y x<g(x2—60)
Por lo tanto 5z < 2% — 60 < 8.

a) Puesto que x? > 5z + 60, 2% = 5z mas un niimero mayor que 60.
Dado que 22 — 5z — 60 > 0; hagamos 22 — 52 — 60 = 0, asi que

I:5i¢%1@mz5im_x:5+m:gg
2 2 2 2
Luego x es mayor o igual a 11, es decir, x no es menor que 11.
b) 22 < 8z + 60 o ¥ = 8r mds un nimero menor que 60. Dado que
22 — 8x — 60 > 0; hagamos 2? — 8x — 60 = 0, asi que
L 8£V64+240 8+17  8+17 23
2 2 2 2

Luego x es mayor o igual a 12, es decir, x no es menor que 12.

8Medida de peso utilizada en farmacia, equivalente a la octava parte de una onza, es decir, 3594
mg
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Por lo tanto 11 < z < 12.

(m?4-60)
2m )

Puesto que x = tenemos que 22m < m? + 60 < 24m.

Asf pues 22m = m?*+ (un nimero menor que 60), y por lo tanto m no es menor
que 19.

24m = m?+ (un nimero mayor que 60), y por lo tanto m es menor que 21. De
aqui, hacemos m = 20, y

2? — 60 = (z — 20)?,
De modo que = = 111,22 = 1321, y 22 — 60 = 721.

Asi pues tenemos que dividir 72% en dos partes tales que é de una parte mas
% de la otra sea igual a 11%.

Sea la primera parte 5z.

Por lo tanto é (segunda parte) = 11% — z, 0 segunda parte igual a 92 — 8z; por
lo tanto 5z 492 — 8z = 72%, y z= %.

Por lo tanto el niimero de garrafas de 5 dracmas = %

Por lo tanto el niimero de garrafas de 8 dracmas = %

6.6. Libro VI

Dedicado a resolver triangulos rectangulos de lados racionales; consta de
24 problemas.

1. Problema 1. Encontrar un tridngulo tal que la hipotenusa menos una y otra de
las perpendiculares hagan un cubo.

El triangulo requerido esta formado por los catetos z y 3.
Por lo tanto la hipotenusa es igual z2 + 9, una perpendicular es igual a 6z, y
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su base es x2 + 9.
Asf 22+ 9 — (2% —9) = 18 deberia ser un cubo, pero no lo es. Ahora 18 = 2- 3%
por lo tanto debemos sustituir 3 por m, donde 2 - m? es un cubo; y m = 2.

Formamos con estas medidas (z y 2) un tridngulo rectangulo: (22 +4; 4x; 2?2 —
4); y una condicién es satisfecha.

El otro da 2% — 42 + 4 = a un cubo; por lo tanto (z — 2)? es un cubo, digamos

64=4>=8%asi quex —a =8 0z —2= —8 de donde z = 10 (descartando
x = —6 por ser negativo) y las medida del triangulo son 40, 96 y 104.

2. Problema 17. Encontrar un tridngulo rectdangulo tal que su area més su
hipotenusa sea un cuadrado y su perimetro sea un cubo.

Sea el area igual a x y la hipotenusa algin cuadrado menos x, puede ser 16 — .
El producto de las perpendiculares es igual a 2x; por lo tanto, si uno de ellos
es 2, el otro es x, y el perimetro es igual a 18, el cual no es un cubo.

Por lo tanto debemos encontrar un cuadrado que sumado con 2 se haga un
cubo.

Sea uno de los lados del cuadrado m + 1 y el del cubo m — 1, asi que
(m—1P2=m+1)?+2
es decir
m3—3m?>+3m—1=m>+2m+1+2

de aqui
m® —4dm?> +m—4=0
m*(m —4) +(m—4) =0
(m—4)(m*+1)=0

de donde m = 4, por lo tanto el lado del cuadrado es 5 y del cubo es 3.

Asumimos ahora que x es el drea del triangulo original, 25 — x la hipotenusa,
2 y x por las perpendiculares, asi que

p=25—14+2+2=27=33
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Luego, el perimetro del tridngulo es un cubo.

Pero
(25 — )2 =2 + 22
625 — 50z + 22 = 22 + 4
de donde
621 = 50x
asi que
_ 621

50




Capitulo 7
Conclusiones

. Diofanto introdujo el primer simbolismo propiamente matemadtico, pues la
matematica griega habia carecido de cualquier simbolismo especial, era una
matematica “retorica”.

. A pesar de ser uno de los principales algebristas de Grecia no se tiene mucha
informacion acerca de su vida, todo lo relacionado con él tiene que ver con
su obra La Aritmética. Su aporte fue muy significativo en la bisqueda de un
lenguaje apropiado para solucionar problemas.

. Matemaéticos como Fermat fueron atraidos por el trabajo de Diofanto, logrando
asi grandes avances en la formulaciéon de Teoremas que han trascendido hasta
nuestros dias.

. Diofanto siempre estuvo restringido a solo un valor de la incdégnita (solo
consideraba positivos y racionales), nunca hablo de la generalidad aunque
claramente la percibio.

. Diofanto presenta en todos los problemas de La Aritmética una solucién unica
y no establece distincién entre problemas determinados e indeterminados; en
cuanto a la naturaleza de los problemas o los métodos de resolucion usados por
Diofanto no existe ningin orden.
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